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Exakte Berechnung von Frandk-Condon-Integralen

Von Max WaGNER

Aus dem Institut fiir theoretische und angewandte Physik der Technischen Hochschule Stuttgart
(Z. Naturforschg. 14 a, 81—91 [1959] ; eingegangen am 14. August 1958)

Bei optischen und strahlungslosen Ubergingen zwischen Elektronenzustinden an einem Kristall-
storzentrum werden die Ruhelagen der Gitteroszillatoren (d. h. die Nullpunkte der Normalkoordina-
ten) verschoben. Der Oszillatoranteil der Fraxck-Coxpox-Integrale solcher Uberginge wird exakt be-
rechnet, zunichst unter der Annahme, daB die Oszillatorfrequenzen sich bei dem Ubergang nicht
indern. Diese Integrale konnen durch ein Lacuerresches Polynom dargestellt werden. Sodann wer-
den Franck-Coxpon-Integrale behandelt, die auftreten, wenn man die Abhiangigkeit der Wellenfunk-
tion des Storstellenelektrons von den Gitterschwingungen in erster Niherung beriicksichtigt. Sie kon-
nen auf die Integrale der nullten Naherung zuriickgefithrt werden. Schlieflich werden noch solche
Fraxck-Coxpox-Integrale untersucht, die sich ergeben, wenn man die Anderung der Oszillatoreigen-
frequenzen beachtet. Auch sie konnen exakt berechnet werden, aber man gelangt nicht zu einem
expliziten Ausdruck durch ein gebrduchliches Polynom. Abschlieend wird am einfachen Beispiel eines
optischen Uberganges demonstriert, wie die Integrale anzuwenden sind und wie sie durch einfachere

Funktionen approximiert werden konnen.

Bereits in einem frithen Stadium der Quanten-
mechanik zeigte sich, daf} die theoretische Behand-
lung von Elektronenbewegungen allein nicht aus-
reicht, um eine Reihe von optischen, thermischen
etc. Eigenschaften bei Mehratomsystemen zu erkla-
ren. Den einfachsten Fall bilden die zweiatomigen
Molekiile. Bei ihnen treten neben den Elektronen-
spektren auch Spektren auf, die von einer Rotation
und einer Schwingung des gesamten Molekiils her-
rithren. Da die Bestandteile, in die sich das Molekiil
sowohl experimentell als auch theoretisch zerlegen
1aBt, elektrisch geladene Teilchen sind, die Elektro-
nen und die Molekiilkerne, mul offensichtlich die
quantenmechanische Beschreibung dieses Systems
von einer Kopplung dieser beiden Teilchenarten aus-
gehen. Nun ist aber ein derart gekoppeltes System
von verschiedenen Teilchensorten mathematisch so
schwierig zu handhaben, dafl nach der prinzipiellen
Formulierung der Kopplung in einer gemeinsamen
ScHRODINGER-Gleichung sofort wieder eine Reduk-
tion ausgefiihrt werden muf}: die adiabatische Na-
herung. In ihr stellt man sich auf den Standpunkt,
daB} die Elektronen nur vom momentanen Ort der
Kerne abhingig sind, daBl andererseits die Kerne
aber selbstverstiandlich sowohl von ihrer eigenen
Wechselwirkungsenergie als auch der kinetischen
und potentiellen Energie der Elektronen in ihren Be-
wegungen bestimmt werden. Insbesondere hingen
bei der Temperatur T'=0 die ,klassischen® Ruhe-
lagen der Kerne von den Elektronenzustinden ab,
d. h. fiir verschiedene Anregungszustande der Elek-
tronen werden im allgemeinen die Kernruhelagen
verschieden sein. Denkt man sich nun die Elektronen

etwa vom Grundzustand in einen ersten angeregten
Zustand durch die Einstrahlung von Licht iiberge-
fihrt, so geschieht dieser ProzeB nach Franck und
ConpoN so schnell, dal die Kerne ihre Lagen noch
nicht verdndert haben und sich daher im allgemei-
nen in einem Nichtgleichgewichtszustand befinden.
Daher werden bei einem optischen Ubergang von
Elektronen im Molekiil auch Kernschwingungen die-
ses Molekiils angeregt. Die Anregung dieser Kern-
schwingungen wird theoretisch durch Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten beschrieben, welche aus Uber-
gangsmatrizen aufgebaut sind, die als ihren Kern-
anteil die sog. Franck—Conpon-Integrale enthalten:

[ #n(g: ) (4) @ (. ) dg
= [ould —a,0) (¢) pu(q. ) dq .

Darin bezeichnet ¢ bzw. ¢’ die Koordinate der Kern-
schwingung in den beiden Elektronenzustanden, wo-
bei ¢=0 bzw. ¢'=0 die jeweilige Ruhelage repri-
sentiert, und es ist ¢=¢ —a (a= Verschiebung der
Gleichgewichtslage!). ¢, , @,  sind Wellenfunktio-
nen des linearen Oszillators, dem vor und nach dem
Ubergang verschiedene Eigenfrequenzen w bzw. '
zugehoren. Der Faktor (¢)” im Integranden riihrt
von der Tavror-Entwicklung der Elektronenwellen-
funktion, die ja ¢ bzw. ¢ als Parameter enthilt, her:
V=0 L 25000 s

Die eben am Molekiil geschilderte Behandlung
nimmt auch in der Physik der Ionenkristalle eine
hervorragende Stellung ein. Auch dort mufl wegen
der starken elektrostatischen Wirkung des Gitters
insbesondere auf Leitfdhigkeits- und Storstellen-
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elektronen theoretisch stets die Kopplung zwischen
Gitter und Elektronen vollzogen werden. Da ein
Kristall aber nichts weiter als ein sehr groles Mole-
kiil ist, so gelten auch hier dieselben Regeln, welche
oben fiir Molekiile formuliert wurden. Der einzige
Unterschied besteht darin, dafl die Anzahl der Eigen-
schwingungen des Kristalls bedeutend grofer ist als
beim Molekiil. Dies bedeutet nun aber, dafl im all-
gemeinen Fall Ubergiinge zwischen Zustinden statt-
finden, die durch zwei Satze von Normalkoordinaten
gekennzeichnet sind. Ohne Verkniipfung dieser bei-
den Sitze ist es sinnlos, die Integrale der Ubergangs-
matrizen anzuschreiben. Jedoch ist es naherungs-
weise moglich, wie z. B. Stumpr! mit Erfolg ange-
nommen hat, jeder Koordinate eines Satzes eine
Koordinate des anderen Satzes zuzuordnen durch
die einfache Verkniipfung:

(n) _ ,(n’) _ ,(nn’)
' =% —%

und damit sind wir auf das beim Molekil disku-
tierte Einoszillatorproblem zuriickgefiihrt, denn jetzt

[ on(@®) @ (g™) dg™

[ on(g®™) ¢™) g (™) dg™

f(rm(q"“‘) g™ @p (g™)) dg™)

g™, g™ bezeichnet darin die Normalkoordinate
eines Gitteroszillators in den beiden Elektronenzu-
stindenn,n’: ¢™ = g™ — a. Entwickeln wir die Elek-
tronenwellenfunktion vy, (2, ¢;") [bzw. vy (x, ;™) ]
nach den Normalkoordinaten g;™ (bzw. ¢;™"), so
ergibt das:

l/}n(x’ 91;(")) (5)

—ya(z,0) + 2 Y

= : (n)
7 Ogqrm aneq;")ZOQk e

Das erste Entwicklungsglied fiihrt bei Ubergingen
auf Kernintegrale der Form (1), wenn ein Oszilla-

1 H. Stumer, Z. Naturforschg. 10 a, 971 [1955].

2 S. 1. Pexar, Untersuchungen tiiber die Elektronentheorie
der Kristalle, Akademie-Verlag, Berlin 1954. — F. E. Wir-
viams, J. Chem. Phys. 19, 457 [1951]. — F. E. WiLLiams u.
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konnen wir das vieldimensionale Ubergangsintegral
der Kerne durch ein Produkt von eindimensionalen
Integralen darstellen.

Verschiedene Autoren? haben solche Integrale
unter entgegengesetzt extremen Voraussetzungen
approximativ behandelt. PExar entwickelt eine Me-
thode, die nur Einquanteniibergidnge beim einzelnen
Oszillator zuldfit, und es zeigt sich schon hier, wie
erfolgreich die Einbeziehung des Gitters manche Ef-
fekte an Storzentren (Spektren etc.) zu erkldren
vermag. Einen anderen Weg geht WirLiams durch
die Einfiihrung einer sogenannten ,,Konfigurations-
koordinate“, einem Analogon zur einzelnen Molekiil-
schwingung, und vermag ebenfalls qualitativ wich-
tige Aufschlisse zu geben. In neueren Arbeiten?
erwiesen sich solche Approximationen aber als nicht
mehr ausreichend.

In der vorliegenden Arbeit wird nun eine weiter-
gehende exakte Behandlung der Franck—Coxpoxn-
Integrale durchgefithrt, und zwar berechnen wir
Integrale der Typen:

(™) —a) gu (™) dg™", (1)
(¢™) —a, 1) @ (¢™), wy) dg™7, (2)
(g™ —a) ¢ pw (q™7) dg™), (3)
(g™ —a) (¢™) —a) @ (™) dg™". (4)

tor in beiden Zustidnden gleiche Eigenfrequenzen w,
hat, und auf Typus (2), wenn den Oszillatorfunk-
tionen ¢, (g™, w,), @ (™), wy) zwei verschie-
dene Eigenfrequenzen w,, w,’ zugehoren. Die Inte-
grale (3) und (4) folgen aus dem zweiten Entwick-
lungsglied von (5), wenn wir die Frequenzinderung
vernachlassigen. (Siehe auch § 4!) Es wird sich zei-
gen, dafl man (3) und (4) auf (1) zuriickfihren
kann. Die Berechnung von (1) fiihrt auf LacuErrE-
sche Polynome. Das Integral (2) kann man eben-
falls exakt berechnen, doch nicht mehr durch ein
gebrauchliches Polynom explizit ausdriicken.

M. H. Hess, Phys. Rev. 84, 1181 [1951]. — M. Lax, J.
Chem. Phys. 20, 1752 [1952].

3 H. Srumer, Z. Naturforschg. 10a, 971 [1955]; Z. Natur-
forschg. 12 a, 465 [1957]. — M. Wacner, Die Feinstruktur
der F-Bande. Dipl. Arb. T.H. Stuttgart 1958.
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+oo
§ 1. Berechnung des Integrals / @u(x —a) pp(z) dz

A. Bezeichnungen, Rekursionsformeln

Die beiden Oszillatorfunktionen des Integrals sind
in diesem Paragraphen derselben Eigenfrequenz w,
zugeordnet. Es ist *

(pn(s) — g 1.0—‘/2 [27! Il'] =,

e H,(£), (6)

wobei &= ;I-; Xy = ]/Mwo ; (7)
H,(&) = (—1)" et ?‘1” —V2"He,(V25).

Aus (6) und (7) ergibt sich mit a =a/x, :

+oo oo
[ on(z—0) @u(x) dx=2 [ @u(E—a) om(&) dE. (8)

Fiir die Eigenfunktionen des Oszillators gilt die Re-
kursionsformel :

— =
Eon® =]/ @ + ] G ee1®. )
Mit Hilfe von (6) und (7) gelangen wir leicht zu der
weiteren Rekursionsformel:

-
depn (§) Pnr1() + ]/‘ 5 Pn-18). (10)

5 _ Vifci
e 9

So kommen wir mit (10) einerseits durch partielle Integration zu:

+o00

+ oo

/ ienE=0) o (1) ot +1/m_+1 / Pn(E—a) G (&) dé— ]/7; / Pn(E—a) pm-1(§) dE (11)

—oC

—00

und andererseits (durch einfache Anwendung von (10)) zu:

Id%fé on(® a5~ ]/ 21

f¢n+1(§ a) em(§) dé+ V /% 1(§—a) pn(é) d&.

(12)

Durch Vergleich ergibt sich daraus die fiir uns sehr wichtige Integralrekursionsformel'

+o00

[onate=a) gme) a6=+7/ 2 /%(s—a)«pm L (8) dé— V’"“/ms 2) Puar(B) dE (1)

— 00

Gl. (13) konnen wir auf zwei verschiedene Arten
interpretieren: Entweder wir fassen die Zahl n ins
Auge, dann erlaubt sie uns, das Integral mit dem
Index n+1 aus den beiden vorangehenden Integra-
len mit den Indizes n und n—1 zu berechnen, oder
wir fassen in ganz entsprechender Weise die Zahl m
ins Auge. Wir haben (13) bereits im Sinne der
ersten Interpretation geschrieben. Reduzieren wir
die Integrale der rechten Seite von Gl. (13) beziig-
lich n aus, indem wir (13) selbst fortgesetzt anwen-
den, so bleiben schlieBlich nur noch Integrale fol-
gender Form tibrig:

[ @o(6—a) @i(§) A8; [y (E—a) i() dE,  (14)

wobei k£ die Werte m —n, m—n+1,..., m+n—1,
m+n annehmen kann. Solche Reduktion hat also
nur dann Sinn, wenn m —n = 0 ist. (Hatten wir die
zweite Interpretationsmoglichkeit der Rekursions-
formel gewahlt, so wiren wir auf die Forderung
n—m = 0 gestoflen.)

]/ /qon 1{E—a) pnlE) 8E.

Wir wollen von jetzt ab voraussetzen, daf}
m—n 2 0 sei. In Wirklichkeit bedeutet das fiir die
Berechnung unseres Integrals keine Einschrankung:
Man braucht ja nur fir n—m 2> 0 die beiden In-
dizes m und n zu vertauschen und gleichzeitig a
durch —a zu ersetzen (indem man die Substitution
& =& a ausfiihrt).

B. Ausfiihrung der Berechnung

Wir behandeln zunichst die beiden einzig not-
wendigen Integrale der Form (14). Dazu beniitzen
wir die Gauss-Transformation fiir Hermitesche
Polynome :

G, *[Hy(8)] = /Hm(ﬁ) cem T dE= (29) .
(15)
4 D. I. Brocuinzew, Grundlagen d. Quantenmechanik, Ber-
lin 1953.
5 Bareman Manuscript Project (Erpfryr, Macyus, OBERHET-

TINGER U. Tricomr), Higher Transcendental Functions II,
S. 195, McGraw-Hill, New York 1953.
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Mit dieser Transformation gelangen wir. wenn wir
nach (6) die Ausdriicke fir ¢, und ¢,, einsetzen, zu

der Gleichung:

[#o(é—a) @ () s

+ o0

=a "z, 12" m!] —1/=/e~/a(;~'~aw‘= ce S H, (8) dE
— o0
m .
= e (16)
zy V2" m!

Zur Berechnung des zweiten Integrals in (14) driicken
wir @y (§—a) nach (6) bzw. (10) durch die Ableitung
von ¢ (& —a) aus:

Abb. 1. Die Funktion e—#/2 L,%(x) fiir n=0,1.2, 3.

Damit konnen wir den Integranden durch eine partielle
Integration auf ¢y dg,/d¢ transformieren; dg,/d& er-
setzen wir hierauf durch den aus (10) sich ergebenden

Ausdruck in @, +1 und @pr—1. So erhilt man schlieB3-
lich:

2:,_)'

gu(E—a) = —y2 I2C (1)

/cpla—a) () sz—vmu/(ro(, a) m+1(§) i+ Vm/%(s—a> Pn-1(8) d

e—(al2)? q | m—1
E =1 [(

|
V2 | 2)+ml' (18)

Ty Vit m!

Mit (16), (18) und (13) bereitet es keine Schwierigkeiten mehr, weiterzubauen:
o N e—(al2)? 1 a nz*fl a2\2 a2 |
S o . ) — ol —
S 7= gn(e) dt - el Al ) 2w e g, (19)

e—(al2)® 1 a \m—3 [ a2\3 a2\ ]

o ( VE) l_( 5 ) +3m( = ) —3m(m— 1)( )+m(m—l) (m—2) |

(20)

Fiir n > 3 brauchen wir die Integrale nicht mehr einzeln anzuschreiben, da man aus (19) und (20) bereits das
allgemeine Bildungsgesetz ersieht:

./‘(p3 (é- a) @m (5) dé=

e e—(al2)® 1 q \m—n ! a2 n m!
£ £ _ N
lqd”(* Don® =" T ) ,:“( ) Y reet &L
Berticksichtigen wir noch die Gl. (8). so ergibt sich:
e—(al2xy)? a )m n X oin m! a \!
(x— ) - — 3 22
_/(fn(x a) gp(x) do Vniml (fo V2, 7_’:_0(1' ) (m—11+i)!( 2702) (22)
Das ist eigentlich schon das gesuchte Ergebnis. Man kann aber noch folgende Umformung ausfiihren:
G [ m! (m—n)+n [ a® |\
=n! —
';.(i) (m—n-}-i}!( 2 zy? ) = IZ“( n—i )1 !( 210‘-’) : (23)
Die Summe auf der rechten Seite von (23) ist nach Definition! gerade ein Lacuerresches Polynom:
n g
Ln@ =Y (2tn) O, (24)
sy\n—i i!
Mithin schreiben wir nunmehr endgiiltig:
fﬁj (x—a) (2) do = —1fs(a®(2 14) a )m—n // n! Lm—n( @ ) £i > (25
gx(}n : Pm () dx =e 20 V2 ] m) 22,2 ur m = n. )
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Gl. (25) ist unter der Voraussetzung entwickelt, daB m —n = 0 ist. Wie bereits oben bemerkt, sind in
dem Falle m —n < 0 die beiden Zahlen m und n zu vertauschen und a durch — a zu ersetzen:

+oo

/ — —1/s (22 r,2 —a n—m
/%(x a) @ (x) dx = e~ "2w270) ( = ) ]/’
"‘CK. .

/m! n—m a 5
g (2102> fir n =m. (26)

Die beiden Formeln (25) und (26) beschreiben zusammen die exakte Losung des Integrals.
Abb. 1 veranschaulicht fiir einige Werte von n den gefundenen Ausdruck fiir das Integral in Abhéangigkeit
von a im speziellen Falle m —n=0 (s. Anm.7).

+oc

§ 2. Berechnung des Integrals f po(x—a) z ¢,(x) dz

Wir iibernehmen die Bezeichnungsweise des § 1. Analog zu Gl. (8) machen wir die einfache Substitution:

[ on@—0) 2 (@) do=2¢* [ Pu(E—a) & u(§) 5. (27)

— oo —oc

Mit Hilfe der Rekursionsformel (9) kann man & ¢ (&) durch @,,+1 und ¢,u—1 ausdriicken, womit (27) durch zwei
Integrale dargestellt wird, deren Losung wir aus (25) bzw. (26) kennen; zunichst behandeln wir wieder den Fall
m—n=0:

+ o0

[onz—a) 2 pu(z) dz (28)

—i— j 2 . 2 . 2
_ —1(a2/2 z.2 a m—n—1 “/ll' ([ a ) m—rl—u( a ) Lrmtl—n ( a ‘
“ exp{ 2le / o )} ( zy V2 ) m! Y2 i D2 Ly 2 x42 +m - Ly 2 z,2 f

Diese Gleichung kénnen wir noch vereinfachen, wenn wir die folgenden Formeln fiir Lacuerresche Polynome
anwenden 8 :

2L (2) = (n+a+1) Li(d) — (n+1) Lty (2), (29)
(n+a) Lz ' (2) = (n+1) Lis+1 (2) — (n+1—2) Ly(2). (30)
Fiir den Ausdruck innerhalb der geschweiften Klammer in (28) ergibt sich damit:
a? m—n a?
{...}:(m-—n+ 210"'>Ln (21‘02) (31)
und fiir das Integral als Endlésung:
e . Ty _1(.2 2 - a m—n—1 _ a? m—n ( a? ) 'l'
~[;pn(:z: a) z P (z) dor= ) exp{ —3(a%/2 z)?) } (10 V2) (m n+ 2102)L,, 20t ]/m! . (32)
Ist m—n <0, so substituieren wir 2’ =z —a, und die Losung lautet dann:
- _ % _1(.2 2  —a \n—m—1 @ ) n—m < a@ )Vm!
f(p,,(x a) z p(z) de= /s exp{ —%(a%/2 24?) } (1'0 V2> (n m— L, 2 a? s (33)
Bezeichnen wir das in § 1 behandelte Integral mit /,,,: I, = /(pn(x—a) @n(z) do, (34)

wobei 1,,, im besonderen einen der beiden Ausdriicke (25) oder (26) prasentieren moge, so konnen wir
die beiden Gln. (32) und (33), wie leicht einzusehen ist, zusammenfassen zu:

*/‘(pn(x—a) x @ (x) do = (I“;ﬂ) (m~n+ 2:2)17”" fir m=n. (35)

0

7 F. G. Tricom1, Vorlesung iiber Orthogonalreihen, Springer-Verlag, Berlin 1955, S. 219.
8 Siehe Anm.?, S. 190.
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Damit ist aber auch die Losung des Integrals (5) evident:

[#(a0) (5-0) p(a) d= (%) (m—n— %) fam- (36)

—o0

Ich méchte hier noch darauf hinweisen, dafl man in ganz entsprechender Weise die weiteren Integrale, die
bei hoheren Niherungen der Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen Elektronenzustinden einer Gitter-
storstelle auftreten, und die 2%, 23, ... an Stelle von z im Integranden enthalten, ebenfalls auf 7,,, zuriick-
filhren kann.

+oo
§ 3. Berechnung des Integrals f%z(x — a, W) Pylz, wy) dx

— o0
A. Bezeichnungen, Umformungen

Die beiden Oszillatoreigenfunktionen des Integranden sollen jetzt zwei verschiedenen Eigenfrequenzen w;, w,
zugeordnet sein. Wir wollen hier die folgenden Bezeichnungen einfiihren:

_1_F . _1/_F . Ty a z & .  z—a -
I AR L N
Das Integral erlangt hierdurch die Gestalt:
+o0
f(p,,(x @, 24) @ (2, 23) dz = [ g n! m']—‘/=[exp{ 32+ 2) ) H en(V20) Hen(V26) dC (38)

Umformung und Substitution

O N R TR NS (=t [ S

Damit bringen wir das Integral auf die Form:

[n! m']-‘/f]/ S exp{—ba 22+ 1)) / exp{~ 3L+ @V )15 HeuV2 ]/ 2 2) (41)
2
Hew(V2 ) Ly % +v2a) s,
Kiinftig werden wir zur Abkiirzung setzen:
K=[nn!m!]~" —2;1 exp{ —3(a2 2®/x2+1)}. (42)
In der weiteren Rechnung setzen wir voraus, daf} =1 (43)

sein soll. Das bedeutet fiir die Methode keinerlei Einschrankung, da man im umgekehrten Falle (y < 1) das Inte-
gral in (38) nur nach d£ statt nach d zu substituieren hat; die weitere Rechnung verliefe ganz konform. Da die
Durchfiihrung evident ist, kann ich darauf verzichten, sie hier anzuschreiben.

B. Entwicklung nach Hermrreschen Polynomen

Das Additionstheorem der Hermrreschen Polynome lautet®

ayr+asy 1 & (m _
Hew(as o) = (aacin 2 ) o 67 Hew @ ens0) )
a 2 1 =

9 W. Macyus u. F. Oeruertincer, Formeln und Sitze fiir die speziellen Funktionen der math. Physik, Berlin 1948, S. 106.
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Wir beniitzen es in folgender Weise:

Lyace )22t (v2a )/ 1
VA A i
Hen(V2&) =Hen ===
_1—+Z__,1,
~2 o2
% 7

(45)

-2 0( 1) (]// —1) ‘ Heu(VEC)Hem_F(Via}/‘aTz_)'

-1,

Setzen wir dies in (41) ein, so kommen wir zu dem Ausdruck

3 O Henms (20} )

+o0

[ exp(—tz+ @I He (12

(46)

1/12+1)He" ( Vf%i)d

Mit den Abkiirzungen y=— V/:ﬁ ; a=VY2 1/72;717 (47)
+o0
verbleibt im wesentlichen das Integral f exp{ —3(z—y)2}H en(az) Heu(az) dz.
Die Losung dieses Integrais ist bekannt 1°:
+o00 ¥min(ﬁ u) n\ (u o . -
/exp{ ~3(z—y)2}H en(az) Heu(az) =2 x Z k! (k) (lc) (V1—a®)"*te"2k Hepty—ak Ve’ (48)
= k=0
So gelangen wir schlieBlich zur gesuchten Losung unseres Integrals
+o0 m S
— m\ [ 1\# 2] \" 8
[@n(z—a, 0)@n(z, w2) dx=K{]/2n > )(_) (V7 : ) (49)
s a=0 M1\ Y 74

DaB als Faktor und Argument des Hermireschen Poly-
noms unter dem zweiten Summenzeichen in (49) ima-
gindre GroBen auftreten, hat weiter keinerlei Bedeutung,
da beide sich zu einer reellen Grole ergédnzen, was man
leicht einsieht, wenn man die Summendefinition der
Hermiteschen Polynome beachtet *:

[n/2]

Hey(z) =n! ];O Tk (50)

[n/2] bedeutet hier die groBte ganze Zahl < n/2.
Mit eben dieser Summendefinition konnen wir in
(45) auch den Grenziibergang y — 1 vollziehen:

VT i ) e
=(V2a)mx.

Wenn wir damit die Rechnung durchfithren, miissen
wir natiirlich auf die Losung des Integrals in § 1 zuriick-

10 Siehe Anm.%, Tables of Integral Transforms, II, S. 291,
New York 1954.
11 Siehe Anm.?, S. 193.

( Vj - y)min(n. u)

2k () () (+

=
2+1

)n+,u—2k

Hentu—2k ( V‘f ay)}

kommen. Tatsdchlich trifft das zu, doch mochte ich die
etwas umfangreichen Umformungen hier nicht an-
schreiben.

Unterscheiden sich die beiden Frequenzen w; und w,
nur wenig, so dal y =~ 1 wird, ist es wohl besser, die
Eigenfunktion der einen Frequenz nach den Eigenfunk-
tionen der anderen im Integranden zu entwickeln, und
das Integral ndherungsweise zu 16sen. Man st6fit dann
auf die Integrale, die in den ersten beiden Paragraphen
behandelt wurden.

§ 4. Anwendung des Integrals f @n(z — a) pp(z) dz

bei der Berechnung optischer Ubergiinge
an Kristallstorstellen

Wir werden in diesem Paragraphen optische Uber-
ginge an Kristallstorstellen unter der Annahme be-
handeln, daB3 die mit der lokalisierten Elektronen-
wellenfunktion korrelierten Gitterschwingungen glei-
che Eigenfrequenzen w, haben, also entartet sind.
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(Bekanntlich ist diese Annahme im ,optischen®
Zweig der Gitterschwingungen gut erfiillt.) Auler-
dem soll die Frequenz vom Besetzungszustand des
Elektrons nicht abhéngen (sonst miiBten wir das
Integral von § 3 beniitzen).

Strahlungslose Uberginge sind etwas umstind-

4 72 e2S(v)

P n gn W
Nsidgs 055 s 0e §I0 RZen(r)

/ m’ m/ =
BT s

/wn(l an) Ty (r,q)) dr- [[ /qn,, e (q))dgly

licher zu berechnen. fithren aber. wie bereits friither
erwahnt, auf dieselben Oszillatorintegrale; deshalb
haben die meisten Ergebnisse dieses Paragraphen
auch fir strahlungslose Prozesse ihre Niitzlichkeit.
Die Ubergangswahrscheinlichkeit fiir den optischen
Ubergang n— n’ lautet (s. Anm. 2, S.133):

(52)

Wegen der angenommenen hohen Entartung der wesentlichen Gittereigenschwingungen kann man das
System der Eigenvektoren so wihlen3, daB bei dem Ubergang nur zwei Normalkoordinaten ¢,. ¢, ihre
Ruhelagen verdndern, so daB man (52) vereinfachen kann zu:

Pn,I‘,‘. 13 n’ I'l", 1!_}' = K & ./.'/’n(r: 91"7 92u) T l,Un'(I‘, qln’a 92"') dt
/(Pl (g™ o (g4) dq1"/¢l (gs") g’ (g2") dgs nt |12

. 4n2e2S(v)
mit K= T en0)
Die Funktionen v, (1, ¢;", ¢,") bzw.
erhalten in nullter Ndherung:

P?Ll'{, D N A K _/I:Uno(r) ryy0(r) dr

n n’ n

mit 91 =491 — 4 Q2 =qo" —as. (55)

Iy (ay). Ippp (ay) sind die in § 1 berechneten
Integrale. Sie treten nach § 2 auch in den hdheren
Niherungen auf, aber wir wollen uns hier auf die
nullte Naherung beschrénken.

Zur Abkiirzung setzen wir:

r=a2/22?; y=a(2z; (56)

x (bzw. y) bedeutet gerade die Zahl der Schwin-
gungsquanten. die der Oszillator besitzt, wenn seine

klassische maximale Schwingungsauslenkung a,

(bzw. a,) betrigt: x-hwy=3M wy’a,®.

Wir sehen [, bzw. ;)" jeweils als festgehaltene
Parameter an, wihrend [;" bzw. L," variable Gro-

[}en sein mogen. Mit der Substitution:
LM=x+§& (57)

erhalten wir nach (25) und (24) nacheinander:

11 zz+E& "
Iy (x)2=e ;,,, =fo(§) =e™* Y (58)
Ly @P=f(5) = " fo(). (59)
Ly (2) 2= f3(§) = )}, (E—2—=§2fo(§) . (60)

und

wo (T, ¢", go") entwickeln wir nach ¢,".

(53)

lsn — [311'; 1411 - l4n';

g,"" [siehe Gl. (5)!]. und

P Iny(ay) ? Ig(ay) (54)

In dieser Weise kann man fortfahren. Ganz entspre-
chend ergeben sich mit ," =y 4+ die Funktionen
go(n), g1 (). g (y). .. fiir | I 2” (y) 2. Die Funktio-
nen fo(&). f1(8), f5(&) sind fur =20 in Abb. 2
gezeichnet. wobei das Maximum von fy(§) auf Eins
normiert ist. [Damit ist nach (59) und (60) auch

die Normierung von f;(§). f5(&) festgelegt.]

Aus (57) ersieht man, daBl & ein MaB ist fiir ;"
d. h. fir die Quantenzahl des Oszillators nach dem
Ubergang n — n’. Die Schaubilder von f,(&). f,(£),
f2(&) veranschaulichen die Ubergangswahrschein-
lichkeiten des Oszillators in Abhangigkeit von ",
wenn dieser vor dem Ubergang mit 0. 1 und 2
Schwingungsquanten angeregt ist. Nach halbklas-
sischer Uberlegung (d.h. wenn man an Stelle der
Wellenfunktion des Oszillators eine Funktion zur
Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeit be-
niitzt, die aus der Aufenthaltsverteilung des klas-
sischen Oszillators folgt) miifite f,(&) in [;" =2z ein
scharfes Maximum besitzen (s. WirLiams 2). Im
quantenmechanischen Bild (Abb. 2) ergibt sich eine
Verbreiterung von fy($); das Maximum bleibt in
der Nihe des klassischen Wertes. Fiir f;(&) und
f>(&) und die hoheren Funktionen gabe die halb-
klassische Berechnungsmethode stets nur zwei scharfe
Maxima beiderseitig von [;" =z .
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Das Maximum von fy(£) liegt sehr nahe bei
[ =x—1/2. Nun ist beispielsweise bei optischen
I}hergéngen am F-Zentrum? z,y=~10; in diesem

10
A(E) A=00696
08\ 1em
LE®)
06 ol
0.
20 %6 92 b 4 %8 12 %6 20
g'_——

Abb. 2. Das Bild der Funktionen
fo(&), £1(8), f2(§) mit =20 (§=10" —2).

Abb. 3. Die Funktion f,(£)/4 fiir z=20; ausgezogene Kurve
nach Gl. (62) berechnet, gestrichelte Kurve nach Gl. (61)
berechnet.

Falle konnen wir in der Néhe des Maximums fiir /,»
die asymptotische Entwicklung der Fakultét beniitzen:

’ s _ 71 n’ 4 n’ . & 1
LY — Y2 A L (L)l - el [1+ (1511?)”' }
(61)
womit die sehr gute Naherungsformel entsteht:
e~z re \rti 1
hO = (25" e @

s DR _BTE Ny
’ hw, hcn(v)

[ (x) Ty (1) de

Tatsdchlich beschreibt diese Formel wegen des rapiden
Abfalls von f,(£) den Kurvenverlauf auch unterhalb
des Maximums geniigend genau. Die auffallende Ahn-
lichkeit von f,(§) mit einer Gauss-Funktion legt es nahe
(Abb. 2!), die Funktion durch eine solche zu approxi-
mieren:

fo(§) =4 - e~ 22)(EF12

< ez ze
mit 4= *——(

z—1/2 1
E; 'x—;) ot 5

In Abb. 3 ist fiir =20 diese Approximation von f, (&)
(ohne den Faktor 4) gezeichnet; die gestrichelte Kurve
wurde nach (62) berechnet. Verbessern kann man (63),
wenn man vor die Exponentialfunktion ein optimal ap-
proximativ gewéhltes Polynom als Faktor setzt. Damit
sind auch f,(§), f2(£) nach (59), (60) als Produkt
eines Polynoms mit einer Exponentialfunktion darge-
stellt. Wir werden uns hier mit diesen Approximations-
moglichkeiten nicht weiter befassen. Sie werden wichtig,
wenn der Ausgangszustand des Ubergangs sich nicht
mehr im thermischen Gleichgewicht befindet; man
braucht sie dann, um die Summation iiber Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten gleicher Energiedifferenz durchfiih-
ren zu konnen.

Wir wollen hier annehmen, daBl der Ausgangs-
zustand des Ubergangs sich im thermischen Gleich-
gewicht befindet. Dann haben wir zur Berechnung
der Absorption einer bestimmten eingestrahlten Fre-
quenz » iiber alle thermisch gewichteten Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten zu summieren, fir die gilt:

LY+, — I,*~1"=n,, n. ganzzahlig. (65)
Das heiBt, wir fassen alle Ubergiinge zusammen, fiir
die die Differenz der Gesamtoszillatorquantenzahlen
konstant ist. Die Zahl n, moge zur Kennzeichnung
der Frequenz v dienen: h v =const+h wj-n, *. Als
Absorptionskonstante erhalten wir dann (in nullter
Néaherung) 13:

> WM Wi(T) Ing(x)® Ing(y) 2.

)

(66)

Ny=const

(N, bedeutet die Zahl der im Zustand n besetzten Storstelle pro cm?.) W;(T) ist die Wahrscheinlichkeit,
daf} bei thermischem Gleichgewicht der Oszillator im Zustand [ zu finden ist:

Wi(T) = (1 — e hodkT) o=(hogkD)l

(67)

Die Summation kann exakt durchgefiihrt werden, wenn wir fiir 72 (2), /7373, (y) den Ausdruck (25)
bzw. (26) einsetzen. Man gelangt zu folgendem Ergebnis:

12 M. WacnEer, Diplomarbeit, T.H. Stuttgart 1958.
13 S 1. Perar 2.

* Die Konstante in h ¥ =const+h w, n, bezeichnet die Diffe-
renz der Energien beider Zustinde, wenn sich die Gitter-
punkte jeweils in den Ruhelagen befinden.



90

Ny=const

(1

B (]+e—hwo/kT)
S (1—e—h ok T)
wobei 7, (z) die modifizierte BesseL-Funktion erster
Art bedeutet (s. Anm.?, S.51l.):

= (% z)2mtn,

In,(z) = (69)
Auf die etwas umstdndliche Herleitung von (68)
mochte ich hier verzichten '2. Ergidnzend will ich an-
fihren, daf} zumindest bei der ersten Naherung,
eventuell aber auch bei hoheren Néherungen, eine
dhnliche Moglichkeit der Summation unter den ge-
machten Voraussetzungen besteht. Die Funktion

0.20,
018 T=0°K
0.16
0.4

0.12;

J

> 010

2W-F(n

0.08+ /7: 293°K

0.06

T=873°K
0.04 -

002+

A

0 48 56
n ———

v

Abb. 4. Bild der Funktion F(n,) mit w,=3,06-10'3 sec 1,
z=17, y=8,5.

0 8 6 24 32

F(n,) ist in Abb. 4 fir drei verschiedene Tempera-
turen eingezeichnet. [n, kann jetzt ohne weiteres als
kontinuierlich variabel angesehen werden, da aus
mancherlei Griinden (natirliche Verbreiterung, Ver-
breiterung wegen der nicht exakt gleichen Gitter-
eigenfrequenzen)
Bande zusammenflieflen. ]

Als spezieller Fall ist der 1 s— 2 p Ubergang am

die Absorptionslinien zu einer

(1 P e—h ok T) 2o h wolk TP+ 1"+ 1"+ .
n,=const
(14e R wlkT)

=Cexp|— (1—e—halkT)

e kT2 p=hafk T (W1 [inms (2) 2 I,

P pomm

(x1+xe+25+...) +
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3 (y) * (68)

e | In, [

F-Zentrum des KBr gewihlt (my=3.06-10%sec !,
x=17, y=38,5; die Bestimmung dieser Zahlen-
werte ist im Rahmen dieser Arbeit uninteressant!2).
Das Maximum von F(n,) liegt bei allen Temperatu-
ren sehr nahe bei n,=x+y ., wobei z und y selbst
noch temperaturabhéngig sein koénnen. was aber in
Abb. 4 nicht berticksichtigt ist. Die Kurven haben
sehr viel Ahnlichkeit mit Gauss-Funktionen, sind es
aber nicht exakt; vielmehr ist die Flanke oberhalb
des Maximums gegeniiber der unterhalb angehoben.
Erst im Grenzfall sehr hoher Temperaturen gelangt
man zur exakten Gauss-Kurve.

Mit Hilfe von Abb. 4 und Gl. (66) kann man
bereits einige wesentliche Charakteristika der
F-Bande erklaren:

1. Die Zunahme der ,,Bandbreite” und

2. die Abnahme der maximalen Absorption bei stei-

gender Temperatur.

3. Die Asymmetrie (hochfrequente Flanke gegen-
iber der niederfrequenten angehoben), verstarkt
noch durch den Faktor & » = const + n, k o, und

. die ndherungsweise Konstanz der Flache unter-
halb der Bande. Die Integration iiber F(n.)
wurde zwar nicht angegeben, doch kann man sie
leicht bei extremen Temperaturen mit den asym-
ptotischen Formeln fiir /,,,(z) durchfiihren.

Zum Abschlufl dieser Arbeit mochte ich noch dar-
auf hinweisen, daf} Gl. (68) nur der Spezialfall
eines allgemeineren Satzes ist, den man so formulie-
ren kann:

2(x4y) e hwy2kT
(1—e—hw/kT)

h w,

2k T =F{m),

(z+y) +

Satz: Nimmt man an, daf} die Elektronenzustinde
einer Kristallstérstelle nur mit (beliebig vielen) Gitter-
schwingungen gleicher Eigenfrequenz w, korreliert sind,
die sich bei Ubergingen nicht dndert, und nimmt man
ferner als Ausgangszustand thermisches Gleichgewicht
an, so wird bei einem optischen Ubergang

’ . , .
n, 11", 12", lsn’ ...—n. ll“ s 12" R 1311 .

die Summe aller (thermisch gewichteten) Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten in nullter Niherung gegeben durch

L T

h w,

2(xyFxota3+...) e~ hwl2kT
v T 1T X2 T2y
2k ] y |

(1—e ha/kT)
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a2 1 Mw?a?®

mit zi= 222 2

R w,

(Dabei bezeichnet a; die Verschiebung der Ruhelagen
des i-ten Oszillators.)

Der Beweis dieses Satzes soll ebenfalls nicht an
dieser Stelle durchgefiihrt werden!2. Jedoch geben
wir noch eine nihere Interpretation seines Inhalts.
Betrachtet man namlich die rechtsstehende Funktion,
so zeigt sich, daf} diese nicht eine hochdimensionale
Funktion der einzelnen z; ist, sondern dal} in sie nur

der Ausdruck:
S = Z x;

eingeht. Von diesem Ausdruck kann man aber nun
nachweisen, daB er beim Ubergang von einer Eigen-
schwingungsdarstellung {&;“} in eine andere {&,*}
invariant bleibt; das bedeutet, da S zugleich die
Fourier-Analyse in bezug auf ein gewahltes Eigen-
system darstellt, dafl fiir sdmtliche Eigenschwin-
gungssysteme die gleiche Ubergangswahrscheinlich-
keit entsteht. Diese Aussage scheint zunachst trivial,
wenn man von der Aquivalenz zweier durch unitire
Transformation verkniipfter Systeme von Eigen-
vektoren ausgeht. Sie ist es jedoch nicht in folgen-
dem Sinne: Bei der von uns gewihlten Darstellung
wird die durch elektrostatische Krafte hervorgeru-
fene Gitterverschiebung nach zwei Gittereigenfunk-
tionen aufgelost. Die Verschiebung wird also hier
durch maximal angepallte Funktionen beschrieben
und die thermische Mittelung kann streng ausgefiihrt
werden. Im Gegensatz dazu verwendeten sowohl
Pexar?, als auch Huane und Ruys* ein dem punkt-
symmetrischen Problem der Verschiebungen auf3er-

14 Huaxe u. Rays, Proc. Roy. Soc., Lond. A 204, 413 [1951].

und n, =LY LY+l + ... — (PP L)

ordentlich gering angepafites Funktionensystem von
ebenen Wellen. Um bei diesem System die ther-
mische Mittelung durchfiihren zu konnen, muflten
sich die genannten Autoren (was der Sinn der Sache
war, da die hier abgeleiteten Integrale fiir Mehr-
quanteniibergiinge noch nicht bekannt waren) auf
Einquanteniiberginge beschrinken. Die damit durch-
gefithrte Rechnung konnte trotz der Kleinheit der
Fourier-Koeffizienten nicht streng gerechtfertigt
werden. Die hier gelieferte Formel zeigt, da sie mit
dem Ergebnis der eben zitierten Autoren fiir den
Fall einer Entwicklung nach ebenen Wellen iiberein-
stimmt, da} ihre Ergebnisse strenge Giltigkeit be-
anspruchen konnen. Wir mochten aber darauf hin-
weisen, dal} diese Rechnung nur die nullte Ndherung
fiir optische Uberginge aus dem thermischen Gleich-
gewicht zu liefern vermag. In vielen Fallen — bei
den fortgeschrittenen Anforderungen, die an die
Theorie gestellt werden — ist es jedoch notwendig,
sowohl erste und zweite Naherungen zu verwenden,
als auch Uberginge aus Nichtgleichgewichtszustin-
den im thermodynamischen Sinne der Gitterschwin-
gungen zuzulassen. In beiden Fillen zeigt sich, daf}
die Methode der Zerlegung nach ebenen Wellen
keine mathematisch bewiltigharen Ansitze ergibt,
wogegen die von uns gewihlte Zerlegung nach maxi-
mal angepalten Funktionen ohne gréBere Schwierig-
keiten die angestrebten Erweiterungen zuliBt.

Herrn Prof. Dr. E. Fues danke ich, da} ich diese Ar-
beit in seinem Institut durchfiihren durfte, und auBler-
dem fiir freundliche Diskussion. Ebenfalls danken méchte
ich Herrn Dr. H. Stumer fiir viele Anregungen; ein Zu-
satz in § 4 stammt von ihm.

NOTIZEN

Eine Bemerkung
zur Methode der gesteuerten Anregung

Von S. OBERLANDER
Forschungsinstitut fiir Mathem., Abt. Angewandte Mathematik
der Deutschen Akademie der Wissenschaften zu Berlin
(Z. Naturforschg. 14 a, 91—92 [1959] ; eingegangen am 14. November 1958)

In einer kiirzlich erschienenen Arbeit! wurde eine
Methode angegeben, die fiir sehr viele nichtstationire
Prozesse die Anwendbarkeit reaktionskinetischer Mo-
delle zu entscheiden und ohne Einfithrung weiterer

Néherungen gewisse Parameter dieser Modelle durch
einen Vergleich mit dem Experiment zu bestimmen
gestattet.
Speziell fiir das héufig diskutierte Differentialglei-
chungssystem
n=a+ah—fn(H—h) —yn(n+h), (1)
h=pfn(H—h)—ah,
ergab sich unter dem Ansatz

n=n, fur

1>t

1 K.W.BéEr u. S. OBerLiNDER, Z. Naturforschg. 13 a, 351 [1958].



